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1 ZIEL UND ZWECK DES VERSUCHS:

1 Ziel und Zweck des Versuchs:

Im Mittelpunkt dieses Versuchs steht das angeregte invertierte Pendel. Je nach Einstellung der
Systemparameter kann sich dieses physikalische System regelméflig oder chaotisch verhalten.
Es sollen nun Parameter gefunden werden, bei welchen das Pendel harmonisch, subharmo-
nisch oder chaotisch antwortet. Ein weiteres Ziel ist den auftretenden Amplitudensprung und
das Hystereseverhalten bei regulérer Pendelbewegung zu messen. Dariiber hinaus wird mit
einer numerischen Simulation eines Pendels im Duffingpotential die Bifurkation (Perioden-
verdopplung) untersucht und damit die Feigenbaumzahl bestimmt.
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2 GRUNDLAGEN

2 Grundlagen

2.1 Chaos

Das Wort Chaos hat seinen Ursprung in der griechischen Sprache und bedeutet wiistes Durch-
einander oder Authebung aller Ordnung. Physikalisch nennt man ein System chaotisch, wenn
sich seine Bewegung nicht fiir langere Zeit vorhersagen lisst, also keiner erkennbaren Ord-
nung mehr folgt. Ursache dieses Verhaltens ist die hohe Empfindlichkeit des Systems beziiglich
seiner Anfangsbedingungen. Nur kleine Anderungen in den Anfangsbedingungen haben dra-
stische Auswirkungen auf die Entwicklung des Systemverhaltens.

2.2 Voraussetzungen fiir Chaos
2.2.1 Nicht-lineare Differentialgleichung

Chaotische Systeme werden stets durch nicht-lineare Differentialgleichungen beschrieben. Ei-
ne nicht-lineare Bewegungsgleichung ist zwar Voraussetzung fiir chaotisches Systemverhalten,
aber keine zwangsldufige Folge. Im Parabelpotential ist also niemals Chaos beobachtbar, da
dieses Potential stehts eine lineare Riickstellkraft F' = —kxz hervorruft. Aus diesem Grund
muss das Potential mindestens 3.Grades sein.

2.2.2 Phasenraum

Jeder Zustand des Systems kann durch Punkte im Phasenraum beschrieben werden. Ein
Zustand ist in der Regel durch generalisierte Koordinaten ¢i,...q; und ihren zugehdrigen
generalisierten Impulse p;...p; bestimmt. Der Raum der durch diese 2f Koordinaten aufge-
spannt wird, wird als Phasenraum bezeichnet. Die zeitabhéngige Bewegung kann also durch
eine Linie im Phasenraum dargestellt werden, die Trajektorie genannt wird. Verschiedene
Trajektorien kénnen sich niemals im Phasenraum kreuzen, da sich selbst chaotische Syste-
me deterministisch verhalten, d.h. die Anfangsbedingungen legen die Bewegung fiir beliebige
Zeiten fest. Im Falle eines Schnittpunktes kénnte sich das System zu einem Zeitpunkt t frei
fiir eine Entwicklung der Bewegung entscheiden, was dem Prinzip des Determinismus wider-
spricht.

Verhilt sich ein System chaotisch, werden sich zwei eng benachbarte Trajektoriem im zu-
gehorigen Phasenraum exponentiell mit der Zeit entfernen. Beliebig kleine Abweichungen in
den Anfangsbedingungen oder Unsicherheiten in ihrer experimentellen Bestimmung, fithren
also zu vollig unterschiedlichen Bewegungen. Mathematisch lésst sich dieses Verhalten im
Phasenraum durch die Gleichung

d(t) = dpe™ (1)

fassen, wobei dy den Abstand der Trajektorien zum Zeitpunkt ¢y = 0 charakterisiert und
A als Lyapanov-Exponent bezeichnet wird. Ein positiver Lypanovkoeffizient \ ist ein weiteres
hinreichendes Kriterium fiir Chaos.
Weiterhin sind reale Systeme immer dissipativ, da immer ein Teil der Bewegungsenergie durch
enstehende Reibungskrifte in Warme umgewandelt wird. Aus diesem Grund erreichen die
Trajektorien nach endlich langer Zeit einen begrenzten Bereich des Phasenraums, den man
als Attraktor bezeichnet. Dabei ist die Dimension des Attraktors immer kleiner als die des
Phasenraums. Die Attraktoren chaotischer Systeme heiflen seltsame Attaktoren und ihre Di-
mension muss grofer als zwei sein. Folglich muss der Phasenraum mindestens dreidimensional
sein, wenn chaotisches Verhalten beobachtet werden soll.
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2 GRUNDLAGEN

2.3 Erzeugen von Chaos

Es gibt mindestens drei unterschiedliche Arten ein regiilares System ins Chaos zu stiirzen.

2.3.1 Bifurkation

Die Bifurkation ist auch unter dem Begriff Periodenverdopplung bekannt. Bei dieser Methode
wird ein Parameter der anregenden Kraft wie bspw. die Amplitude der Kraft F erhoht, bis
sich die Periodendauer mit welcher das System antwortet, verdoppelt hat. Dieser Schritt wird
stdndig wiederholt, bis das System im Chaos endet. Aus der Differenz der Parameterwerte
F,,, bei denen diese Bifurkationen auftreten, kann die Feigenbaumzahl berechnet werden. Sie
ist eine Naturkonstante und konvergiert fiir grofie n gegen:

o = lim o, = 4, 6692 (2)
mit
Fn - anl
n= o 3
o Fup — Fn )

2.3.2 Intermittenz

Bei Intermittenz wird durch Variation eines Anregungsparameters die reguldre Losung im-
mer haufiger durch chaotische Sequenzen unterbrochen. Ist ein kritischer Wert iiberschritten
verhélt sich das System vollsténdig chaotisch.

2.3.3 Quasiperiodische Weg ins Chaos

Hierbei gelangt das System iiber Aufbrechen eines quasiperiodischen Orbits ins Chaos.

2.4 Erkennen von Chaos speziell am invertierten Pendel

Im Versuch wird das Verhalten des invertierten Pendels ndher untersucht. Dazu ist es wichtig
auf ein Instrument zuriickzugreifen mit dem man Chaos messen kann. Das invertierte Pendel
wird durch eine nichtlineare Differentialgleichung beschrieben. Die Nichtlinearitdt der DGL
ergibt sich in Folge der wirkenden Gewichtskraft auf die Pendelmasse. Damit bewegt sich die
Pendelmasse im Potential
k6?2
V(©) = -+ MgL(cos(0) — 1) (4)
Durch Anregung des Pendels mit einer sinusformigen Kraft kénnen unterschiedliche Ant-
worten erreicht werden. Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung ist durch die allge-
meine Form -
z(t) = A, cos(wnt + n) + D (5)
n=1
gegeben. Die Bewegung ist eine Uberlagerung unendlich vieler Frequenzen w, und die zu-
gehorigen Amplituden A, und Phasen ¢, konnen von allen Parametern des Pendelsystems
abhéngen. Das System wiederholt sich in diesem Fall in seiner Bewegung nie und seine Ent-
wicklung ist unvorhersagbar und somit chaotisch.
Durch Wahl bestimmter Parameter des Systems kann auch eine reguldre Antwort des Pendels
erreicht werden. Seine Bewegung wiederholt sich dann periodisch mit der Periodendauer T.
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2 GRUNDLAGEN

Nach dem Fouriertheorem kann dann die Bewegungsgleichung durch die Uberlagerung endlich
vieler Vielfache der Frequenz wy = 2% dargestellt werden. Die Allgemeine Bewegungsgleichung
(5) geht also im Fall der periodischen Antwort iiber in:

N
z(t) = A, cos(nwot + ¢,) + D (6)
n=1
Die Frequenz wy kann dabei ein ganzahliges Vielfaches der Anregerfrequenz wy sein. Diesen
Fall nennt man harmonische Antwort des Pendelsystems. Ist wy ein Bruchteil der Anreger-
frequenz wy so bezeichnet man dieses Verhalten als subharmonische Antwort.
Naheliegend ist nun die Wahl der Fouriertransformation zum Nachweis des chaotischen Ver-
haltens. Durch das Fourierspektrum kann dann sofort auf das Systemverhalten des Pendels
zuriickgeschlossen werden. Nachteilig an dieser Methode ist jedoch, dass ein kontinuierli-
ches Frequenzspektrum nicht unbedingt durch Chaos entsteht. Eine weitere Ursache kann
auch Rauschen sein oder die diskreten Frequenzen liegen so dicht nebeneinander, dass das
Spektrum kontinuierlich erscheint. Zum Gliick kann im unsrerem Versuchsaufbau Rauschen
ausgeschlossen werden und auf die weitere Schwierigkeit muss im Laufe des Experiments
geachtet werden.

2.5 Amplitudenspriinge und Hysterese

Das nichtlineare System , das angeregte, invertiertes Pendel“ zeigt auch auflerhalb seines
chaotischen Verhaltens interessante Merkmale wie Amplitudensprung und Hysterese. Vor-
aussetzung zur Beobachtung dieser Phénomene sind mindestens zwei Attraktoren und ein
einfaches Muldenpotential. Dabei fiihrt jeder der Attraktoren zu einer Schwingung des Pen-
dels mit unterschiedlicher Amplitude. Je nach Anfangsbedingung, also je nach Startort im
Phasenraum, strebt das Pendel den einen oder anderen Attraktor an. Die verschiedenen At-
traktoren teilen den Phasenraum also auf. Ist der Anfangspunkt im Bereich von Attraktor X
wird das System diesen Attraktorzustand anstreben. Die Grenzen dieser Phasenraumberei-
che kénnen durch Erhéhen der Anregerfrequenz wy iiberschritten werden. Bei der Grenziiber-
schreitung tritt dann der Amplitudensprung auf. Wird nun die Frequenz wieder erniedrigt
tritt der Amplitudensprung bei einer kleineren Anregerfrequenz auf. Das Verschieben der
Phasenraumgrenze wird als Hysterese bezeichnet.

2.6 Duffingpotential

Mit einem Simulationsprogramm soll die Bifurkation im periodisch angeregten Duffingpoten-
tial studiert werden. Das Duffinpotential beschreibt ein symmetrisches Doppelmuldenpoten-

tial:
—x? x?

V)= —-(1- ) 7)
Die eindimensionale geddmpfte Bewegung in einem Duffingpotential ist ein weiteres Bei-
spiel fiir ein nichtlineares System. Der zugehorige Phasenraum besitzt drei Dimensionen: x
Position der Masse, p, Impuls der Masse, und ¢ die Phase der anregenden Kraft und die
Voraussetzungen fiir Chaos sind gegeben.
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3 VERSUCHSAUFBAU

3 Versuchsaufbau

Abbildung 3.1: Versuchsaufbau

Das invertierte Pendel besteht aus einem entschérften Sdgeblatt, an dessen Ende ein
Plexiglashohlzylinder befestigt ist. Dieser Hohlzylinder kann weiter beschwert werden. Dazu
stehen Zusatzgewichte der Massen 2 gr, 10 gr oder 25 gr zur Verfiigung. Das entschérfte
Sageblatt ist von beiden Seiten an Federn befestigt, wobei eine Feder durch einen Schritt-
motor periodisch gestaucht und gestreckt wird, wodurch die Anregung realisiert wird. Die
Kraft des Motors kann in sieben Stufen variiert werden. Die Frequenz der Anregung wird
mit einem Frequenzgenerator mit vierstelliger Digitalanzeige eingestellt. Die Auslenkung des
Pendels wird durch ein Sonarmodul gemessen. Das Sonarmodul ist mit einem PC verbunden.
Mit dem Programm TRACKER werden in einstellbarer Abtastfrequenz Ultraschallpulse vom
Sonarmodul ausgesendet und gleichzeitig ein Timer zur Zeitmessung gestartet. Die Schallwel-
le wird am Plexiglaszylinder reflektiert und das Echo wieder vom Modul aufgefangen. Darauf
wird der Timer gestoppt und der Zahlerstand gespeichert. Aus Timerfrequenz und Schallge-
schwindigkeit berechnet Tracker die Entfernung des Moduls zum Zylinder. Die gemessenen
Schwingungen kénnen mit dem Programm , Easyplot® fouriertransformiert werden.
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4 Pendelbewegungen

In diesem Versuchsteil soll das Verhalten des invertierten Pendels studiert werden. Es sollen
Beispiele fiir die Falle harmonisches, subharmonisches und chaotisches Verhalten des Pendels
gefunden werden.

4.1 Versuchsdurchfiihrung

Zunéchst wird der Pendelkorper mit Hilfe der Zusatzgewichte um 70 gr beschwert. In diesem
Fall bildet das Potential nach Gleichung (4) eine Doppelmulde, da k < MgL gilt. Mittels
eines Lineals wird die Hohe der beiden Potentialmulden austariert. Die Kraft des Motors
wird auf 0,5 N eingestellt und die Anregerfrequenz von 0,25 -0,55Hz variiert. Zur Messwer-
terfassung dient das Programm ., Tracker, in dessen Benutzeroberfliche die Parameter Abta-
strate, Abtastfrequenz und Anzahl der Messpunkte (Datapoints) eingestellt werden kénnen.
Alle Messungen wurden bei einer Abtastrate von 1 und mit 1024 Datenpunkte durchgefiihrt.
Zusétzlich gibt ,, Tracker” die bendtigte und verbleibende Messzeit an.

HNENU STaTLS

Max Dist to Object: Z288.8 cm
. Rum # of Pulses: 1

. Change Status Sampling Freg.: 38.8813 hz

. Graph Result Total & of Data: i824

. Display Data # of Data Gathered: 1824

. Save Data to Disk

. Quit Time Remaining: B:08:34
Time Elapsed: 8:88:34

——— MESSAGE —

Choose an option from the menu.

PCCOIOR ‘

Abbildung 4.1: Benutzeroberfliche des Programms Tracker

4.2 Versuchsergebnisse

Als Versuchsergebnisse konnen wir folgende Grafiken priasentieren.

4.2.1 Harmonische Antwort

Eine harmonische Antwort des Pendels wurde bei einer Anregerfrequenz f; = 0,2087Hz
erreicht. Die Abtastfrequenz betrug f, = 10H z.
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4 PENDELBEWEGUNGEN
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Abbildung 4.2: Harmonische Antwort des invertierten Pendels

Im zugehorigen Fourierspektrum erkennt man einen ausgeprigten Peak bei der Anregerfrequenz f; =
0,21 Hz und kleinere Peaks bei f = 2f; und f = 3f;.
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Abbildung 4.3: Fourierspektrum der harmonischen Antwort

4.2.2 Subharmonische Antwort

Bei einer Anregerfrequenz von f; = 0, 5313 wird eine subharmonische Bewegung des Pendels
aufgenommen. Bei dieser Messung wurde um {iiber einen ldngeren Zeitraum zu messen eine
Abtastfrequenz f, = 4H z eingestellt.
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Abbildung 4.4: Subharmonische Antwort des Invertierten Pendels

Im Fouierspektrum sind deutlich Peaks bei der Anregerfrequenz f; = 0, 53H z und bei der
Frequenz f = 0,355Hz ~ % 4 zu erkennen.
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Abbildung 4.5: Fourierspektrum der subharmonischen Antwort

4.2.3 Chaotische Antwort

Ein chaotisches Verhalten des Pendels wurde bei einer Anregerfrequenz f; = 0.369H z aufge-
nommen.
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Abbildung 4.6: Chaotisches Verhalten des invertierten Pendels

Das zugehorige Fourierspektrum ist kontinuierlich.
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Abbildung 4.7: Fourierspektrum der chaotischen Antwort
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5 Amplitudensprung

In diesem Versuchsteil soll der Amplitudensprung und das Hystereseverhalten exemplarisch
am invertierten Pendel gezeigt werden.

5.1 Versuchsdurchfiihrung

Das Pendelkorper wird mit 4 gr Zusatzgewichten beschwert. Somit ist das Potential ein ein-
faches Muldenpotential, da in diesem Fall k£ > MgL gilt. Die Kraft des Motors bleibt auf
0,5 N eingestellt. Im Programm ,, Tracker® wird eine Abtastrate von 1, eine Abtastfrequenz
f. = 10H z und 128 Datapoints eingestellt. Nun wird die Frequenz schrittweise bis zur Uber-
schreitung des Amplitudensprungs erhoht. Zu jeder Anregerfrequenz wird die Schwingung
von Tracker ausgewertet. Aus diesen Daten wird die mittlere Amplitude der Schwingung
bestimmt.

5.2 Versuchsergebnisse

In einem Diagramm werden die ermittelten Amplituden gegen die Anregerfrequenz fiir schritt-
weise Erhohung wie auch fiir schrittweise Erniedrigung der Anregerfrequenz aufgetragen.

Amplitude(Spitze/Spitze)icm

& & & B & & &

n

=y

LR

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
05 0,84 0,88 oz

Frequenz/Hz
Abbildung 5.1: Amplitudensprung und Hysterese

Rot ist der Hinweg und blau der Riickweg gekennzeichnet. Bei der schrittweisen Erhéhung,
sprich beim Hinweg, tritt der Phasensprung bei der Anregerfrequenz f; = 0.93H z aus. Auf
dem Riickweg tritt der Phasensprung bei deutlich geringerer Anregerfrequenz f; = 0,85H 2
auf. Die Fehler auf Frequenz- und Amplitudenmessung wurden auf oy = 0,0025H2 und
o4 = lem abgeschétzt.
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6 Bifurkation

Mit dem Programm Duffing wird die eindimensionale, gedampfte, und periodisch angeregte
Bewegung einer Einheitsmasse im Duffingpotential hinsichtlich der Bifurkation untersucht.
Hierzu werden die Parameter Anregerfrequenz w=1,000 Hz und Federkonstanten ¢=0,500
N/m eingestellt. Variiert wird die Amplitude der anregenden Kraft F, zwischen 0 und 1
N. Eine Periodenverdopplung erkennt man an der Aufspaltung einer Trajektorie. Bei jeder
auftretenden Periodenverdopplung wird die Kraft F notiert. Insgesamt konnten fiinf Perioden-
verdopplungen registriert werden. Eine weitere Erhéhung der Kraft fithrte zu einer scheinbar
kontinuierlichen Fldche im Phasenraum. Das System gleitet also ins Chaos ab.

Diese Daten reichen aus, um die ersten drei Folgenglieder o,, nach Formel (3) zu berechnen.
Diese drei Glieder geben schon einen Hinweis auf den genauen Wert der Feigenbaumzahl. In
Tabelle 6.1 sind diese Folgenglieder o,, mit Fehler angegeben. Die Kraft kann nicht kontinu-
ierlich sondern nur um eine durch den Multiplier festgelegte Schrittweite verdndert werden.
Diese Schrittweite grenzt die Genauigkeit der Messung ein, so dass dieser Wert den Fehler
auf die Kraftamplitude darstellt. In der Tabelle 6.1 ist deutlich zu erkennen, dass sich die
Folgenglieder mit steigendem Index langsam der Feigenbaumzahl 4,6692 anné&hern.

Kraft | Wert Fehler | o | Wert | Fehler
I3 0,34334 | 0,00391
Iy 0,35370 | 0,00391 | 05 | 2,52 3,48
Iy 0,35781 | 0,00012 | 03 | 6,23 6,09
Fy 0,35847 | 0,00006 | o4 | 4,71 2,68
Fx 0,35861 | 0,00002

Tabelle 6.1: Periodenverdopplung zur Bestimmung der Feigenbaumzahl
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